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3a Lista de Exercícios 

 
 

1. Prove que, para todo ℜ⊂X  tem-se )Xint()Xint(int( =  e conclua que )Xint(  é um 
conjunto aberto. 

 
2. Um conjunto  ℜ⊂A  é aberto se, e somente se, cumpre a seguinte condição: “ Se uma   

seqüência (  converge para um ponto )nx Aa∈  então ( ) A   xn ∈  para todo   
suficientemente grande.” 

n

 
3. Para todo ℜ⊂X , prove que vale a reunião disjunta  F)Xint()Xint( ∪−ℜ∪=ℜ , 

onde F  é formado pelos pontos  ℜ∈x  tais que toda vizinhança de x  contém pontos de 
X  e pontos de X−ℜ .  O conjunto frXF =  chama-se fronteira de X .  Prove que A  é 
aberto se , e somente se 0frAA /=∩ . 

 
4. Para cada um dos conjuntos seguintes, determine sua fronteira: [ ]1 ,0X = , 

)2 ,1∪ , QZ = , ( ) (1 ,0Y = .ZW =  
 

5. Sejam .  . .I . . .II n21 ⊃⊃⊃⊃  intervalos limitados dois a dois disjuntos, cuja a 
interseção n1n I  não é vazia. Prove que I ∞

=∩= I  é um intervalo, o qual nunca é aberto. 
 

6. Prove que todo intervalo da reta só admite a cisão trivial   
 

7. Prove que, para todo ℜ⊂X , vale frXXX ∪= . Conclua que X  é  fechado se, e 
somente se, frX . X ⊃

 
8. Para todo ℜ⊂X , prove que XXint −ℜ=−ℜ  e )Xint(X −ℜ=−ℜ . 

 
 

9. Se ℜ⊂X  é aberto (respectivamente fechado) e BAX ∪=  é  uma cisão, prove que A  
e B são abertos ( respectivamente fechado). 

 
 

10. Prove que se ℜ⊂X  tem fronteira vazia então 0X /=  ou ℜ=X . 
 

 



11. Sejam  ℜ⊂Y, . Prove que 
____

  e que 
____

X
________

YXYX ∪=∪
________

YXYX ∩⊂∩  . Dê exemplo em 

que  
____________

YXYX ∩≠∩ . 
  

12. Prove que para todo ℜ⊂X  , tem-se  XXX
__

′∪= . 
 

13. Prove que X  é fechado se, e somente se, XX ⊂′  
 

14. Prove que, para todo  ℜ⊂X ,  X ′ é um conjunto fechado. 
 

15. Sejam .  . .F . . .FF n21 ⊃⊃⊃⊃  não-vazios. Dê exemplos mostrando que n1n
F

∞

=
∩  pode 

ser vazio se os nF  são apenas fechados ou apenas limitados. 
 

16. Sejam Y ,X  conjuntos disjuntos e não-vazios, com X  compacto e Y fechado. Prove 
que existem  Yy ,  tais que Xx 00 ∈∈ yx −≤  para quaisquer    Xx∈ e Yyyx 00 − ∈ . 

 
17. Um conjunto compacto cujos pontos são todos isolados é finito. Dê exemplo de um 

conjunto fechado ilimitado X  e um conjunto limitado não-fechado Y , cujos pontos são 
todos isolados. 

 
18. Descreva X ′  em cada caso abaixo: 

(a)  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈= Nn  ,

n
1X  

(b) ZX =  
(c)  ( ]b,aX =
 
19. Complete com verdadeiro ou falso, justificando 
(a)   ( ] XXint      b,aX =⇒=
(b)   0Qint /=
(c)   0Nint /=
(d)  { } 0Xint     pX /=⇒=
 
20. Prove que os únicos subconjuntos conexos de ℜ são os intervalos. 

 
21. Prove que se todos os pontos de X  são isolados então X  é enumerável. 

 
22. Prove que um conjunto ℜ⊂A  é aberto se, e somente se, XAXA ∩⊂∩  para todo 

ℜ⊂X . 
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