Instituto de Matematica, UFBA
22 Lista de Exercicios de Algebra II
Prof. José Fernandes S. Andrade

10.

11.

. Seja f: R[X] — R a aplicagao definida por f(p(X)) = p(1).

a. Mostre que f é um homomorfismo sobrejetor.
b. Mostre que Nuc(f) = (X —1).
c. Conclua que R[X]/(X — 1) é isomorfo a um corpo. Qual?

Seja f : Z[X] — Z a aplicagao definida por f(p(X)) = p(—2).
a. Mostre que f é um homomorfismo sobrejetor.

b. Determine Nuc(f).

c. (X +2) é um ideal maximal de Z[X]? Utilize os itens anteriores para justificar
a resposta.

. Mostre que o corpo de fragées do dominio Z[i] = {a + bi;a,b € Z} ¢é

Qlil = {a +bisa,b € Q}

. Determine o corpo de fragoes de Z[v/2].

Determine se possivel o corpo de fragoes de Zg. E o de Z;?

Seja f(X) =2X104+3X"+5X*+1 € Z;[X]. Encontre um polinémio g(X) de grau
< 6 em Z7[X] tal que f(a) = g(a)Va € Z.

. Determine o grau dos seguintes polinomios:

a. (1+X)2(1— X% e Q[X]
b. (1+ X+ X%+ X3+ XY € Z;[X]
c. (142X?)* e Zg[X]

. Seja D um dominio e f,g € D[X] tais que 9(f?) = 15 e 9(fg) = 8. Determine

g — f)-

. Encontre um polinémio nao constante inversivel no anel Zg[X].

a. Determine as raizes do polinomio f(X) = X* +2X? — X + 3 € Zs[X].
b. Sem fazer contas e utilizando o item a, determine os polindbmios monicos de

grau 1 que dividem f(X).

Mostre que todo polinémio f(X) € R[X] de grau impar possui uma raiz em R.
(Sugestao: use o teorema do valor intermedidrio visto no curso de Célculo I).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seja f(X) = ap X" + a1 X" ' + ... + &1 X + ap um polinémio com coeficientes
inteiros.

a. Mostre que se a € Z é uma raiz de f(X), entao ala.

b. Verifique se a equacao X3 4+ 3X2? —4X — 12 = 0 tem raizes inteiras.

Seja f(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ... + a1 X + ap um polindomio com coeficientes

inteiros.

a. Mostre que se a = p/q € Q é uma raiz de f(X) com p e ¢ primos entre si, entao

plag e qla,.

b. Verifique se a equacao 3X?2 — 2X?% — 6 = 0 tem raizes racionais.

Seja f(X) € Z[X] um polinomio moénico e ¢ € Q uma raiz de f(X). Mostre que

c€ .

Sejam A e B anéis comutativos com unidade tais que B C A.

a. Mostre que B[X] é um subanel de A[X].

b. Se h(X) = f(X) 4+ g(X) com f(X),g(X),h(X) € A[X] e dois destes polinomios

estao em B[X], entdo o terceiro também estd em B[X].

Aplique o algoritmo da divisao para os polindémios f(X), g(X) abaixo:

a f(X)=X5—3X2— X +3eg(X)=X2+2X — 1€ Q[X].
(X)=X2+X+3eg(X)=X0+2X*+3X € Z;[X]

c. f(X)=X"+3X2+2eg(X)=X3-1¢€Z[X]
(X)=X2+1eg(X)=2¢€Z;/X]

Sejam K um corpo, f(X) € K[X] e a € K. Mostre que o resto da divisao de f(X)
por X —a é f(a).

Em duas tentativas de aplicar o algoritmo da divisdo entre os polindmios X — 2 e
X + 1 no anel Q[X] foram obtidos os seguintes resultados:

XP—2=(X?-X+1)(X+1)-3 com resto negativo

X —2=(X*-X-2)(X+1)+3X
Qual dos resultados esta correto?

Sejam f(X), g(X),q(X),r(X) € K[X] tais que f(X) = ¢(X).g(X)+r(X) onde K
¢ um corpo. Seja d(X) = mde(f(X), g(X)). Mostre que d(X) = mde(g(X),r(X)).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.
27.
28.

Determine o méaximo divisor comum entre os polinomios:

a. X2 —1e X3+ X2+ X +1€Q[X].

b. 3e X € Z[X]

c. (X —i)’(X®—-2X+1)e X' —1€C[X].

d. X34+2X2+3X +2e X2+ 4 € Zs[X].

Sempre que possivel, escreva o maximo divisor comum como combinacao dos dois

polinomios do par.

Sejam K um corpo e f(X), g(X) € K[X]. Mostre que se d(X) ¢ um maximo divisor
comum de f(X) e g(X) entao ad(X) também é um méximo divisor comum de f(X)
g(X),Vae K, a#0.

Quais dos subconjuntos abaixo de Q[X] sao ideais de Q[X]? Em caso afirmativo,
determine o gerador monico do ideal e diga se o ideal é ou nao um ideal maximal.

I={f(X) € QX]; f(2) =0e f(0) = f(1)}

J={f(X) € QIX]; f(2) =0e f(0) = 0}

L={f(X) € QX]; f(v3) = 0}

Se possivel, dé exemplo:

a. de um polindmio de grau n com coeficientes em um anel A com mais de n raizes.

b. de um polindmio de grau n com coeficientes em um dominio A com mais de n
raizes.

c. de um polinémio irredutivel em Z[X] que néo ¢ irredutivel em Q[X].

d. de um polinémio irredutivel em Q[X] que nao é irredutivel em R[X].
e. de um polinomio irredutivel em Z[X| que ndo gera um ideal maximal.
f. de um polinémio irredutivel em R[X| que ndo gera um ideal maximal.

Seja K um corpo e f(X) € K[X] tal que 0f(X) > 2 e f(X) possui uma raiz em K.
Mostre que f(X) é redutivel em K[X].

Determine todos os polinémios irredutiveis de grau < 3 em Zs[X].
Mostre que X? + 1 é irredutivel em R[X]. Identifique o corpo R[X]/(X? + 1).
Mostre que X4 + 4 € Q[X] ¢ um polinémio redutivel.

Verifique se os polindémios abaixo sao irredutiveis em Q[X]:
a. f(X)=X%+3

b. g(X)=X"+X*-3X +1

c. (X)=3X*—-70X3—14X?+ 28

d mX)=X+X?4+X +4



